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Integracion - Cuadratura

Métodos numéricos para estimar el valor de una integral definida:
b
I = fa f(x)dx
donde el intervalo de integracién [a, b] es finito y f: R — R es continua en [a, b].

Segun el teorema Fundamental del Calculo, para una funcién f con las caracteristicas indicadas, existe una
antiderivada (o primitiva) F de f en [a, b], es decir, F es una funcién analitica tal que:

F'(x) = f(x), Vx € [a,b]

b
I=J. f(x)dx = F(b) — F(a)
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Meétodos analiticos

El problema al usar los métodos analiticos de integracién es que, es posible que F no se pueda expresar en
términos de funciones elementales, o aunque F se conozca explicitamente, ésta no se pueda evaluar facilmente. En
otros casos se desconoce la funcién f y solo se tiene una tabla de puntos.

Ejemplos de tales integrales son:

f01v1—x3dx 1L dx

2e* 5 _x2
0T I —dx Jl e dx
Algunos de los métodos de integraciéon numérica se basan en la aproximacién de la funcién f mediante polinomios
interpolantes.

Férmulas cerradas de Newton-Cotes

Las Férmulas de Newton-Cotes son un grupo de férmulas de integracion numérica de tipo interpolatorio, en las
cuales se evalua la funcién en puntos equidistantes para asi hallar un valor aproximado de la integral.

Sia = xy y b = x, se denominan férmulas cerradas. En caso contrario, se denominan férmulas abiertas.

Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual longitud [xg, x1], [x1, X2], .., [Xk) X 41], s [Xn—1, X5 ], donde
los n+1 puntos xg,Xy,..,%X, se obtienen a partir de la férmula x, =a+k*h, k=0,1,..,n, siendo
h = (b — a)/nel tamafiode paso = xy = a,x, = b,h = X341 — Xi

Si pp(x) = }‘:Of(xj)Lj(x) es el polinomio de interpolacién de Lagrange para la funcién f en los nodos
Xg, X1, -, X €NtONCES:

b b b n n b
ff(x)dx =~ fpn(x)dx = fz/’(xj)L]-(x) dx = Zf(x]-) J. L;j(x)dx
=0 =0 a

a a a J=

si:

4 =fL,(x)dx > ff(x)dxzzf‘jf(x)
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Regla de los Trapecios

La funcién f se aproxima en cada subintervalo [xg,xx+1], Kk =0,1,..,n—1, mediante un polinomio de
interpolacion lineal de Lagrange py (x), usando los nodos xj, y Xj41.
El polinomio de interpolacién de Lagrange es:

X = Xk+1 X — Xk
pr(x) = fO0) ————+ f (o) ————
Xk = Xk+1 Xk+1 — Xk
Entonces:
Xk+1 Xk+1
| rwar= [ pecoax
Xk Xk
./v fx)
X
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Sih = Xp41 — Xkt

Mf(x)dx ~ w
Si h es un subintervalo de [a, b]: e
b n—1Xk+1 n-1
| = ff(x)dx: Z f f(x)dx:zw
a k=0 x, =

Paran = cantidad de subintervalos:
e Sin = 1entonces h = b — a. Lo férmula se reduce a:

! Esta férmula se conoce !

o b
| : ff(x)dx - b—a @+ fB)] — 1 como regla simple de |
. 2 : los trapecios. :

! ! a
e Sin > 1, laférmula se conoce como regla compuesta de los trapecios:

b n-1
h
[ reoax =3 1@+ 1) +2 o
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Xkt1 Xiet1

| mwax= | [f(xk))j;__’jfk*jl+f<xk+1)x:""k | ax

+1 xkl

Xk

fe fOeD) [

X X

= L f (x = xpyq) dx + ket f (x — x)dx
xk*xkﬂxk Xe+1 — Xk 2

_ ) (xz )}k fGiern) (x2 )]k
=— |5 "Xk X F— 5 x

X — X, 2 Xps1 — Xp \ 2
kT X1 e k1~ Xk .

JiCOINETY X JiCOINETY X f(b)
= (St D X e | —*xkxkn*T*sz

X = Xk+1 2 2 Xir1 — X\ 2

fG) o= xp1)? n f) o = xi)?

Ecuacién de la recta

Areadel trapecio

Xie = Xk+1 2 Xi+1 ~ Xk 2 f(a)
FCa) + f(xpesn)
= (g =) TS
L I\ J
T T
ancho h altura promedio
. T
Formula de la superficie de un trapecio /

a b
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Error local en la regla de los trapecios

El error local (en 1 trapecio) al aproximar f (x) mediante py, (x) es:

(x = x3) (o — Xpi1)

o £(6)

E()=f(x) —pe(x) =
por error de interpolacién de Lagrange.

Xlet+1 Xk+1 Xk+1
f E(x)dx = J. f(x)dx — J. pr(x)dx = T
Xk Xk Xk .

donde &, (x) es un numero que depende de x y &, (x) € (xx, Xk41)-

Xk+1
1 7 3
Ey = 2 J-X —x) (X — Xp41)dx = @(%_ G + Xr41)
Xk

_ f”(fk(X)) <Xk+133_ X’ — Gt 4 X1) Xiy1? = %

2 2

~0(h3) para h=xp4q —x;

h3
= 53/ (6)

f (= 1) (X — X441)
Xk

2
K
+ XX 41 (e — xk)) ==

)

Integral estimada

fta)

f'(&(x))dx
PAFTrETo

i es méaximoen [xy4q — xx]

XZ Xk+1
> + X Xp 41X
Xk

f”(s‘k(x))(
2

ke — x)®
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Error global en la regla de los trapecios

El error global o total que se comete al aplicar la regla compuesta de los trapecios sobre todo el intervalo [a, b] es:

n-1 n-1 n-1
h3 h3 h3 b—
Br= ) Be= ) —1f"(600) = —15 ) f" (@) = ~ T5nf " (@) =~k T (6))
k=0 k=0 k=0

J

para algin &, (x) € (a, b).

Si |f""(x)| < L paratodo x € [a, b] entonces:
b

b—a

—p2
IErl = >

|7 (&) < r?

_aL
12

0(h?)
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El polinomio de interpolacién de Lagrange de grado menor o igual que dos, usando los nodos Xy, Xg4+1 Y Xk +2 €S:

(¢ = X 1) (X — Xpq2)
(ke = Xpe41) Ok = Xa2)

(x — x3) (X = Xpy2)
(a1 = 2) (k1 — Xpew2)

(x = x3) (¢ = Xp41)
(ierz = 200) (kw2 = Xew1)

P () = f(x) + f (xer1) + f (xper2)

Unidad 6 - Integracién

Regla de Simpson 1/3

Se aproxima la funcion f en cada subintervalo [xy,xi42], kK =0,2,..,n—2, mediante un polinomio de
interpolacion de Lagrange de grado menor o igual que dos, usando los nodos xy, X1 Y X42-

En este caso, el nimero de subintervalos n debe ser par.

¥~ 9 y=009 L)

f(a) fb)

39

w
x

o

Xk Xkl Kya2
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Entonces:
Xk+2
J. f(x)dx
Xk
£ G x3 x?
= —-——(x + x — + X1 Xp42X
ik — Xre1) ik — Xraa) \ 3 (41 k+2) 2 k+1XK+2
f (tie1) x? x?
——(xx +x — + X Xp42X
o1 = ) (o — Xp42) \ 3 (xc + Xier2) 2 kT
X
f Ger) E—(x + x, )ﬁ+xx X "
(k2 = x0) Ctieaz = Xper1) \ 3 T el TR -
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Regla simple de Simpson 1/3

Xk+2
fG)dx = (p2 —
Xk L____T____J

ancho

fOag) +4f Ogerr) + f (Xper2)
Xie) A

= o ORI Cerd TGz Ry 1 ap ) + f o)

b-a
Comoh = =, entonces:

b
[ reoa <22 @+ ar (52 + 10|
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Regla compuesta de Simpson 1/3

| =

ﬁ\h_

Entonces:

f(x)dx = ff(x)dx+ ff(x)dx+~~~+ ff(x)dx

~ g{[f(xo) +4f (o) + f )] + [ O2) + 4f (e3) + f ()] + -+ [f (n—2) + 4f Cepa) + f G}

Xn-2

n-2 n-2
b z z
h
[ reax =3 [f(a) FIO+ 4D +2 ka(sz)‘

conn = 2m, m = 2 entero.
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Regla de Simpson 3/8

tres, usando los nodos X, Xp+1, Xg+2 Y Xi+3-

Se puede interpolar la funcién f en cada subintervalo [x, xx43], k = 0,3, ...,n =3, (lo que requiere que n sea un
entero positivo multiplo de 3) mediante un polinomio de interpolacién de Lagrange de grado menor o igual que

Xy Xpel L3 Xke3

)

f(a) f(b)

a % b
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Error de la regla de Simpson 1/3

Error Local:

ns .
B = =55/ )

Error Global:
n-2 hs
= = —_ —f(v)
Br= Y Be= ) —gof ™G
k=0,2,..,n-2 k=0:2

donde & € (xg, Xp42)-

E -k 5 f(m@):_ﬁ n-2 4 Fa(E) = —hS 1 ) (g)

%0 4 90\ 2 180

b—a
— h4 (iv)
Er=ht e fO@  [omh
donde ¢ € (a,b).

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202

14

Unidad 6 - Integracién

Regla simple de Simpson 3/8

f e = oy ) [ Cn) + 3 ) + )
Xk l_'_l
ancho

h
= ZP 0000 + 3 Conn) + 3 Cre) + f Gir)]

. b-a .
Sin = 3 entonces h = - Por lo tanto, la férmula se reduce a:

b
= ff(x)dx ~ 3“’2; @) [f(a) +3f (Za; b) +3f (a +32b) + f(b)]

b—a 2a+b a+2b
=T[f(a)+3f<T>+3f< . >+f(b)]
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Regla compuesta de Simpson 3/8 Error regla de Simpson 3/8
b X3 g Xn Error Local:
= = 3h5
I J.f(x)dx f f(x)dx + f f(x)dx + -+ f f(x)dx E, = __f(lv)(fk)' & € (kaxk+3)' k=03,..,n—3
a Xo X3 Xn-3 80
3h Error Global:
~ ?{[f(xo) +3f (x1) +3f (x2) + f(x3)] + [f (x3) + 3f (xa) + 3f (x5) + foxg)] + - '
+ _3) +3F (tn_z) + 3f (1) + = 3w
[f Gen=3) + 3f (xn—2) + 3f (Xn—1) + f (xn)]} Ey = Z E, = Z —%f("’)(fk)
k=0,3,..,n-3 k=0:3
Entonces: donde {y € (X Xiesa)-
5 n-3 5 _
’ e = = b= . SO0 =~ (1) 100 = g
3h k=0:3
[ F@tx = |f@+ 70143 ) +3 ) flme) +2 ) floge)
a k=0 k=0 k=1 b—a
Ep = —h* == f ™)
conn = 3m, m =3 entero. 80
donde ¢ € (a,b).
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Ejemplo Ejemplo
0T ios:
fsenz (x)dx = %— senx) x cos(x) >2< cos(x) P Tropectos 7
b—a m 73
— 2 ~ =—_ 2 2(=)] =
z - - 1 —fsen (x)dx = 3 [f(a) + f(b)] 6[5871 (0) + sen (3)] 0,3926991
o sen (§) X cos (§) 0
I= J. sen?(x)dx = — B T 0,307092424 Error:
0 n® T
Er=—3f"©,  £e(03)
Caso simple:
f'(x) = 2sen(x)cos(x) = sen(2x), f" (x) = 2cos(2x), |f"" (x)| = |2cos(2x)| < 2
i) n = 1 para trapecios.
i) n = 2 para Simpson 1/3 o3 w? (%)3
para impson &/ |Er| = T3 1f" (O < 257-2~ 019
i) n = 3 para Simpson 3/8.
Error real:
: Error Real = [0,3070924 — 0,3926991| = 0,0856 ... ~ 0,1
Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202! Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Ejemplo

ii) Simpson 1/3:
m

3
= f sen?(x)dx ~ b%a [f(a) +4f (#) + f(b)] = % [se‘n2 (0) + 4sen? (%) + sen? (g)] =0,3054326
0

Unidad 6 - Integracién

Ejemplo

iii) Simpson 3/8:

~
o\wlﬁ

en?()dx ~ 2L~ “)[f()

(557) o (557 o)

2m T
— 2 2 (2 222 2(=)] =
=2 [sen (0) + 3sen (9) + 3sen ( 5 ) + sen’ (3)] 0,3063656

Error:
h> . fis b—a m
—__f@v) — = =_
55/ @®.  ce(0z), h=——=¢
[F® ()| = |-8cos(2x)| < 8
(”)5
|Er| = If(“’)(f)l 8~ 3,5%10°3
Error real:
Error Real =10,3070924 — 0,3054326] = 0,0016 ~ 0,002
Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 2021
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Error:
3n5 . s b—a )
=___ f(wv) — - - — (iv) = |-
Er=—%5 /@@, ¢e(03), h== |f @) = |-8cos (2] < 8
s
3h5, .
|Er] = —|f®(®)] < ( ) —b7 g4 1,6+1073
80
Error real:
Error Real =10,3070924 — 0,3063656| = 0,0007 ~ 0,001
Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Caso compuesto: n = 6 3 Simpson 1/3

b—a m
=T
T m T 2 5t T
xo = 0,x1 =ﬁ,x2 =§,x3 = g,x4 =?,x5 —ﬁ,xé = 3
ii) Simpson 1/3:
: h
= [senGoar =3 D 176 + 4 Grenn) + FGxea)]
0 k=0,2,4

- g{f(o) +f(3)+4 [f (1) +fE)+r (i—g)] +2 [f G)+r (%”)]} — 03070743

Caso compuesto: n = 6 6 trapecios
h= b-—a m
T n 18
T T 2 5t T
xo=0,%; = E y X2 = 9’ X3 =g.x4 = ?.Xs _E;xé =3

i) Trapecios:

m

3 h 5

= f sen?(x)dx ~ EZIf(xk) + [ sl
0 k=0
T T T 73 73 2
= g{f(o) +f(§) +2 [f(ﬁ) +f(§) +f(g) +f( ) +f(18)]} =0,3092953
Error global:
T3 T3
e (15) (1)
ey N8/ cn < ~ -3
Ep 12nf ©) 1 6f"(&) = |Erl < 1 X 6X2=~53x10
Error real:
Error Real = 0,3070924 — 0,3092953| = 2,1 x 1073
Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202!
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Error global:
(@) (” 1)
Y ey - " < M8/ ~ -5
Er = ~1g0 ) = 15076/ @© = IEr| X8~ 4,3 x 10
Error real:
Error Real = |0,3070924 — 0,3070743| = 1,8 x 1073
Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Caso compuesto: n = 6 2 Simpson 3/8

T
xo = 0,x1 =E,xz =

i) Simpson 1/3:

k=0,3

3
= [ sentCadx =3 N 1700 + 37 (i) + 3 () + i)
0

m
375 2 5
_-18 ™ n T o ™I _
- {f(0)+f( )+ [f(lg) +f(9 )] +3[f(9)+f(18)]+2f(6)} =0,3070510
Error global:
m\° T
hS 18
Er = —gsnf"() = —( ) 6f(§) = |Ef| <( 8) X 6x8~9,7x1075
Error real:
Error Real = |0,3070924 — 0,3070510] = 4,1 x 10~5
Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 2021
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Regla compuesta de trapecios:

Un trapecio:
Ry = —[f(a) +fb)] =

Dos trapecios:

Férmula recursiva de Romberg para trapecios

2k-1-1

=1

—[f(a) + ()]

R2,1— Z[f(@) + f(b) +2f (a+ hy)] = —[f(a)+f(b)+2f(

Cuatro trapecios:

1
R31 = E{Rz,l + h; [f(

3)er(e+ )

b
h
[r@a=2|r@+rey+2 Y fla+ ind| = Res

)

Ry = % %[f(a) +fDI+® = alf (a + —l(b - a)l)} ! F+.f (a + lI)]

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Integracion de Romberg

Es una técnica disefiada para obtener integrales numéricas de funciones de manera mas eficiente. Se basa en
aplicaciones sucesivas de la regla del trapecio. Sin embargo, a través de las manipulaciones matematicas, se
alcanzan mejores resultados con menos trabajo.

El método de Romberg genera una matriz triangular cuyos elementos son estimaciones numéricas de la integral

definida f:f(x)dx usando la extrapolacién de Richardson de forma reiterada en la regla del trapecio.

Si se aplica la regla de los Trapecios sucesivamente para tamafios de intervalo hy:
hy =b—a (my; = 2° subintervalos)

hy = 2—1 = b;—a (my = 2! subintervalos)
hy _ b— )
hsy = ?2 = 2—2“ (mg = 22 subintervalos)
I Requiere conocer la funcién o disponer de |
n=my+ 1= (2% + 1) puntos 1
i1 _ b= _ ) k
hy ==t = —Zk_al (my, = 2%1 subintervalos) e

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Férmula recursiva de Romberg para trapecios

En general, 2¥~1 trapecios:

k-2

1 2i—1
Riq =5 Re-11 + hye—1 Z fla+ 2 hy—1

i=1

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202

28

4/3/2020



Métodos Numéricos - Cap 6: Integracion

Unidad 6 - Integracién

Ejemplo

3

1
J.;dx =1In(3) = 1,09861229
1

R —1[4+(3 1)1]—1><7—7~1166667
217213 21727376 7

2(6 2 \3 5 15 0

Por medio de la Extrapolacion de Richardson se puede acelerar la convergencia.

1[7 3-1(2 2\] 1(/7 16\ 1 67
Rai=5|z+—5—(5+2)|=5(5+15) =5 %55 = 1116667

Las aproximaciones Ry 1 van acercandose al valor exacto de la integral, pero lentamente.

29
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h
Para Ry 1 conhyyq = 7":

i ;
4(Rk+1 + c%) — (R + Chy?) = 4ff(x)dx -

Extrapolacion de Richardson
b

[ r@ax =110 + B (),
a ‘_'_'

Ry
Ryetq

b

r— . -
[ Fx =T+ Er b, B = 0(hiss?) = Chea® = €2
a

Multiplicando (2) por 4 y restandole (1) se elimina un término de error:

b b

Er=0(h*)=Ch* ()

2

2

ff(x)dx =3 f f(x)dx = 4Ry41 — Ry,

Unidad 6 - Integracién

Extrapolacion de Richardson

El método de extrapolacién de Richardson permite construir, a partir de una secuencia convergente, otra secuencia
mds rapidamente convergente.

Esta técnica se usa frecuentemente para mejorar los resultados de métodos numéricos a partir de una estimacion
previa.

Sirve para generar resultados de gran exactitud cuando se usan férmulas de bajo orden. Puede aplicarse siempre
que se sepa que el método de aproximacion tiene un término de error con una férmula previsible.

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202

b a a a
4Ry — R—1,1

X dx -—
[r@ -
a

En general: Paracadai=12,..,ny
! . j =2,..,icon error
4J 1Ri,j—1 — Ri—l,j—l > ) 2j
Ri,j = ? asociado 0 hj
Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Ry
{
[mm === mm = = === - 1
Ry = Ry, | El resultado mejora en el sentido de las flechas.
l J 1Los R;; coinciden con los resultados de i}
1 trapecios, o de 2%~ trapecios VER!!!!! los R; , |
R, > R, > R — ’ i2
j1 iz ij I coinciden con los resultados de Simpson 1/3, los 1
” ! R;3 coinciden con los resultados de Boole :
- I_(integracic’)n a partir de 4 puntos). 1
1 1 L TETETEEEETEEEEEEEEE T
Ri—> R, >R, — - R,
4Ry, — R 4l-%
Ry =%=%=—z 1,11111
67 7 imi i
4Ry, — Ry, 4_0_3 198 El proced|m|ent_o termina cuan_do, dada
Ry, = —= R =—=11 una tolerancia € > 0, se satisface:
’ 3 3 180
|Rick—1 — Rici| < ¢
198 10
4 'R;, —R,, 16735~ 9 1484
Ryz = = == =———~1,099259
’ 43-1 -1 15 1350
Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Integracion adaptativa

» Las reglas compuestas de cuadratura necesitan nodos equiespaciados.

» Generalmente, se usa un incremento pequefio h de manera uniforme en todo el intervalo de integracién para
garantizar una precision global.

» Este proceso no tienen en cuenta el hecho de que en algunas porciones de la curva puedan aparecer
oscilaciones mas pronunciadas que en otras y, en consecuencia, requieran incrementos mas pequefios para
conseguir la misma precision.

» Seria interesante disponer de un método que vaya ajustando el incremento de manera que sea menor en
aquellas porciones de la curva en la que aparezcan oscilaciones mds pronunciadas.

» El método se basa en la regla de Simpson y se llama integracién adaptativa.

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202
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Grafico generado por integracidon adaptativa

quad(‘humps',0,1,1.e-4,1)

AT T T T T

| - 4

Usa muchos puntos
Usa pocos puntos

L IETRRTREREENEER RS RN RRRRITIINEN
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Unidad 6 - Integracién

Integracion adaptativa

b
[r@ax=sg.mo+Errho, B =o(t) = cht
2 —

Ry
(2)
het hye

b

k
[ r@ix =Gt + B, Br = 0(Rn®) = Chicns® = €2 pues: Ry =
a

Ric+1

Multiplicando (2) por 16 y restandole (1) se elimina un término del error:
b b b
h 4
16 (R,M + c%) — (R + Ch*) = 16ff(x)dx - ff(x)dx =15 ff(x)dx = 16Ry41 — Ry
a a a

16Ry1 — Rk—11

b
ff(x)dx = 15

Se aplica el ajuste solo en los intervalos donde no se obtiene la aproximacién requerida.

Métodos Numéricos — ler Cuatrimestre de 202

34

Unidad 6 - Integracién

Comandos Matlab

T = trapz(y):

Calcula la integral por la regla de los trapecios, y es un vector y T es la integral con un intervalo unitario, por lo tanto
el resultado final sera T*h.

T = cumtrapz(y):

Igual que trapz, pero devuelve los valores acumulados de los trapecios, T=[t,t +t,, t;+t,+t;, ...] .

Q = quad( ‘F’,a,b,tol,graf ):

Calcula la integral de ‘F’ entre a y b por integracion adaptativa, F debe estar definida como funcidn y la expresion
debe utilizar operadores vectoriales (.*, .%, . /), si graf es distinto de 0 grafica los puntos que va utilizando para
aproximar la integral.
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